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 : )نقــــاط 05 ( الاول التمرین 

لا یمكن التمییز  بینھا  0;0;2:كرات سوداء مرقمة بـ3و  1;1;1;1 :بیضاء مرقمة بـــ   كـرات 4یحتوي كیـــس على    

      باللمس

    ولتكن الحـــــوادث التالیة في ان واحـــد    كـرات 3نسحب عشوائیا    

 A" ن لورات  الثلاث المسحوبة تحمل نفس الـــــالك  "  

 B"  2یساوي رات الــثلاث المسحوبة ــــالكمجموع ارقام  "

C "ا مختلفة مثنى مثنى ــــرات المسحوبة ارقامھــــالك "  

A  و   A  ; B  ; C :احتمال الحوادثاحسب -1 B  

مخرج جداء الرقمین المحصل علیھما المتغیر العشوائي  الـذي یرفق بكل Xلیكن نسحب الان عشوائیا كرتین و بالارجاع و   

  Xیر العشوائي م المتغــــــحـدد قی- 2) 

 :بین ان -)3 
8

49
= 2p X    ط  قـانون الإحتمال للمتغیر العشوائيــــاعثمX   م أحسب املھ  الریاضیاتي ـث E X 

  : ))نقــــاط 04 ( الثاني التمرین  

 nU ة على ـــــمتتالیة عددیة معرف  1: كما یلي 2U      0 1U         1و 22 3n n nU U U   .

نعتبر -)1 Vn  متتالیة معرفة على* 1:     یلي  كماn n nV U U     حیث و ددان حقیقیان غیرــــع

 .منعدمان 
  3Uو  2Uأحسب -)ا

و  بدلالة 3V و1V ; 2V أحسب -)بــ

2 :ن متتالیة ھندسیة فإنّ ـــــــثلاثة حدود متتابعة م 3Vو  1V ; 2Vبینّ أنھّ إذا كانت -)جـ  2 03 2    

نضع -)2  :  

برھن أن -)ا Vn  متتالیة ھندسیة یطلب تعیین أساسھاq 1و حدھا الأولV

     :1*ن ــــم nعدد استنتج أنھّ من أجل كل -)بـ 3nn nU U   

3نضع   -)3   : 

برھن أن -)ا Vn متتالیة ھندسیة یطلب تعیین أساسھا و حدھا الأول

     :*من  nدد ـــــع ن أجل كلــــاستنتج أنھّ م-)بـ 13 1
n

n nU U       .
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  : بینّ أنّ  -)جـ Vn  متتالیة ھندسیة   معناه    3 أو   .
: )نقــــاط 05 ( لث التمرین الثا

ددین المركبینـد العــج - 1
1
Z  و

2
Z 1حیث 2

1 2

2 6 3

2

i

i i

Z Z

Z Z

   


 

: 

امد والمتجانس ـــمنسوب إلى المعلم المتعالوي المركب المست نعتبر في  ; ;
 

O u v ط ـــالنقA  B ; C وD 

4A :التي لواحقھا على الترتیب iZ     ;  4B iZ      ;    1 2C iZ     ;    D iZ   
A  Bط ـــبرھن أن النق -)ا - 2 ; ; C  وD رھا ـــو نصف قطزھا ــمركیطلب تعیین رة ـــائتنتمي الى د

D :اكتب العدد المركب-)بــ    B

C B

Z Z

Z Z




م الاسي ـــعلى الشكل الجبري ث  

م احسب مساحتھ ـــث BCDج طبیعة المثلث  ــاستنت -)جـ  
Dة ـــالى النقطBول النقطة ـــو یحAلذي مركزه النقطة التشابھ المباشر اSلیكن 

ھ ــمحددا نسبتھ وزاویتSارة المركبة للتشابھ ـــط  العبـــاع -)ا - 3
    Sبالتشابھ Fھي صورةOعلما ان Fلاحقة النقطة  FZد ــــج -)بــ

لتكن  Eة النقط ـــمجموعM12 :ة و التي تحقق ـــن المستوي ذات اللاحقـــم 2 9iZ i  

تنتمي الى Bتحقق ان النقطة   -)ا -4 E  

عین طبیعة المجموعة -)بــ E الممیزة ھا و عناصر 

: )نقــــاط 06 ( رابع التمرین ال
g 0الدالة العددیة المعرفة على;   

: بــ
ـ   lnx xxg  

دول تغیراتھا ــم شكل جـــثgادرس تغیرات الدالة  - )ا -1

بین ان المعادلة  - )بــ  0xg  تقبل حلا وحیدا حیث:    

استنتج اشارة  -)جـ xg حسب قیمx0ن المجال ــــم;   
 

(II نعتبر الدالة العددیةf0ة على ــــفالمعر;   
 :ـــب

ـ 
 

 1 1 lnx x

x
xf

  


نسمي  Cf المنحنى الممثل للدالةfامد و المتجانس ـــفي المستوي المنسوب إلى المعلم المتع ; ;
 

O i j.

;0منxأجل كل  نـــأثبت أنھ م  -)ا - 2   
:  

 
2

' x
x

xg
f 


. 

 )حساب النھایات مطلوب(  دول تغیراتھا ـــوشكل جfاه تغیر الدالة ـــاستنتج اتج - )بــ   
;0جالالدالة المعرفة على المhلتكن    

 :بــ    lnh x x

احسب -)ا - 3 lim ( )
x

h xxf


   
م ادرس وضعیة ـة بیانیا ثـفسر النتیج   Cfبالنسبة الى المنحنى Ch

 ;ن ــاحسب كل م - )بــ 1f ;   2f ;   ef  
ى م انشىء  المنحنـــــث Cf   حیث  1.3f 



 
 
 
 
 
 

 : )نقــــاط 05 (حل التمرین الاول  
   1;1;1;1 :بیضاء مرقمة بـــ   اتكـر 4لدنا الكیس بھ     

   0;0;2:كرات سوداء مرقمة بـ3                    

  توفیقة             في ان واحـــد        كـرات 3طریقة السحب سحب   

  "الكـــــرات  الثلاث المسحوبة تحمل نفس اللون  " A :ادثة حساب احتمال الح -1

3    عدد الحالات الممكنة 
7 35C        لــــعددالحالات الملائمةA  3

4 4C    ومنھ 
4

35
Ap   

 "  2مجموع ارقام الكــــرات الــثلاث المسحوبة یساوي  "Bاب احتمال الحادثةحس   

B  : 2 لـــ لائمة عدد الحالات الم    1 1 2
4 2 1 2 6 2 1 1 13C C C C            ومنھ   

13

35
Bp     

C احتمال الحادثة حساب       "الكــــرات المسحوبة ارقامھــــا مختلفة مثنى مثنى  "    

C 3 :لــ عدد الحالات الملائمة     1 1
4 2 1 8C C C     ومنھ 

8

35
Cp   

Aحساب احتمال الحادثة    B   الكرات المسحوبة تحمل نفس اللون و نفس الارقام ومنھ   
4

35
p A B p A   

   قائمة                   اع ــــطریقة السحب الثانیة  سحب  كرتین على التوالي و بالارج  

    Xالمحصل علیھما  المتغیر العشوائي  الـذي یرفق بكل مخرج جداء الرقمین  

0ھي   Xقیــــــم المتغیر العشوائي  - 2)    ; 1 ; 2 ; 4  

27عدد الحالات الممكنة  ھو    :اثبات ان     49  

 :عـــــدد الحالات الملائمـــة       1 2   او  2 1 2  :ومنھ     22 2 8    : أي 

     Xقـانون الإحتمال للمتغیر العشوائي - )3  

  

  

  

     

 :حساب الامل   الریاضیاتي    
16 16 4 36

49 49 49 49
E X      E X  

  : ))نقــــاط 04 (التمرین الثاني  حل    

1: لدینا  2U      0 1U         1و 22 3n n nU U U   . 

نعتبر -)1 Vn  متتالیة معرفة على* 1:     یلي  كماn n nV U U     حیث و ددان حقیقیان غیر ــــع

 .منعدمان 
2لدینا    3Uو  2U حساب -)ا 1 02 3 7U U U                       3و 2 12 3 20U U U    

   و  بدلالة 3V و1V ; 2V : حساب -)بــ

1لدینا  1 0 2V U U            2 2 1 7 2V U U         3 3 2 20 7V U U       

4  2  1  0  iX x  

1

49
  

8
49

  
16

49
  

24

49
   iX xp 

  

 
8

49
= 2p X 

1

 

7

 
8

49
= 2p X 



2 :ن متتالیة ھندسیة فإنّ ــــثلاثة حدود متتابعة م 3Vو  1V ; 2V : كانت اثبات انھ -)جـ  2 03 2    

2ومنھ  ن متتالیة ھندسیةـــــــحدود متتابعة م 3Vو  1V ; 2Vلدینا 
2 1 3V V V   

 : ومنھ     
2

7 2 2 20 7           2 : أي 2 2 249 4 28 40 7 34         

2 : ومنھ 29 3 6 0      أي :  2 23 3 2 0      2 : أي 23 2 0    

 : بوضع-)2  : 

:نجد ان 1n n nV U U      1أيn n nV U U 
    

1 : ومنھ   1 33n n nV U U 
    

1أي  132n n n nV U U U 
     

1 : ومنھ   1 33n n nV U U 
    

1 : أي  3n nV V 

ومنھ  Vn 3ھا متتالیة ھندسیة  أساسq  1و حدھا الأول 3V 

     :1*مــــن  nالاستنتاج  أنھّ من أجل كل عدد -)بـ 3nn nU U   

11 : لدینا
n

n V qV    13 : أي 3nnV     3 : ومنھnnV     13 : ومنھn n nU U  
     

1 : وعلیھ 3nn nU U    

3بوضع   -)3   :  

13n : لدینا بنفس الطریقة السابقة n nV U U     13 : أيn n nV U U 
    

 : ومنھ 

1 1 3n n nV U U 
    

1 : و بلتعویض نجد ان  13n n nV U U 
      ومنھ : 

1 13n n nV U U 
    

: : ومنھ  1n nV V 

ومنھ  Vn  1متتالیة ھندسیة أساسھاq  1و حدھا الأولV 

1لدینا  : عبارة الحد العام
1

n
n V qV    ومنھ ::    

1
1
n

nV 


     أي  1
n

nV    

 لدینا :   *من  nمــــن أجل كل عـــــدد  ومنھ   11 3
n

n nU U 
         أي  13 1

n

n nU U       . 

  : تبیان ّ  -)جـ Vn  متتالیة ھندسیة   معناه    3 أو   .

لدینا  Vn متتالیة ھندسیة معناه : 
2 2 03 2      أي :   3 0    

أي اما      3او   و ھو المطلوب

 : )نقــــاط 05 (حل التمرین الثالث  

1المركبین ایجاد  العـددین -1
Z  و

2
Z 1حیث 2

1 2

2 6 3

2

i

i i

Z Z

Z Z

   


 

:  

1لدینا  2

1 2

2 6 3

2

i

i i

Z Z

Z Z

   


   ومنھ

1 2

1 2

2 6 3

2

i

i

Z Z

Z Z

   

  

:وبالجمع طرفا لطرف نجد ان    22 4 3i iZ  

 : وعلیھ
  
  2

4 3 2 8 4 6 3

52 2

i i i i

i i
Z

    
 

 
1ومنھ   22Z i    41و بالتعویض نجد انZ i 

4A: لدینا  iZ     ;  4B iZ      ;    1 2C iZ     ;    D iZ   
A  Bالبرھان أن النقـــط  - )ا -2 ; ; C  وD تنتمي الى دائـــرة یطلب تعیین مركــزھا و نصف قطـــرھا 

2  :لدینا 2A iZ          2 2B iZ       2 1 2C iZ      2  و 2D iZ     

2 :ولدینا من جھة اخرى 2 2 2 5A B C DZ Z Z Z         ومنھ فان النقـــطA  B ; ; C  وD 

تنتمي الى الدائـــرة التي مركزھا  2wZ    5نصف قطـــرھا یساوي  وطول



D :كتابة  العدد المركب-)بــ    B

C B

Z Z

Z Z




  على الشكل الجبري ثـــم الاسي   

 : لدینا
4

1 2 4
D B

C B

i i

i i

Z Z

Z Z

   


   
 : ومنھ  

4 2

3
D B

C B

i

i

Z Z

Z Z

  


  
 : أي  

4 2

3
D B

C B

i

i

Z Z

Z Z

  


  
 

1D : ومنھ B

C B

i
Z Z

Z Z


 


و   

  
42 : الشكل الاسي

i
D B

C B

e
Z Z

Z Z





  

  

  و متساوي الساقین  Cقائم في  BCDالمثلث    BCDطبیعة المثلث    -)جـ 

 : لدینا   :BCD حساب مساحة المثلث
21 1

2 2
S BC CD BC    5. : أيS u a   

 Dالى النقطـــة Bو یحـــول النقطة Aالتشابھ المباشر الذي مركزه النقطة Sلیكن 
  مع تحدید عناصره Sطاء   العبـــارة المركبة للتشابھ اع - )ا -3

'aZ+ : ھيSالكتابة المركبة للتشابھ  لدینا  Z b  ومنھ: +A AaZ Z b  النقطة لانA ھي المركز   

 : وبماان  B DS   فان : D Ba bZ Z  بالطرح نجد ان: D A

B A

a
Z Z

Z Z





  

=2a :نجد ان i  4=  : و بالتعویض نجد ان 9b - i  

ھي Sالعبارة المركبة لــ   'M MS   2 : معناه + 4 9iZ' Z - i  

2kنسبة التشابھ  i  2 :ومنهk     و لدینا arg 2i أي    و
2


   

    Sبالتشابھ Fھي صورةOعلما ان Fلاحقة النقطة  FZایجاد   -)بــ   

2 :مماسبق یمكن ان نكتب +4 9O FiZ Z - i  2 :أي 0+4 9FiZ - i   9 :ومنه= +
2FZ i  

لتكن  E مجموعـــة النقطM 12 :مـــن المستوي ذات اللاحقـــة و التي تحقق 2 9iZ i   

تنتمي الى Bالتحقق ان النقطة   - )ا -4 E :
 

 :لدینا 2 4 2 92 2 9B i i i iiZ i       12ومنھ 2 9B iiZ i      أي:  B E   

تعیین  طبیعة المجموعة -)بــ   E  و عناصرھا  الممیزة  

12لدینا  2 9iZ i  
معناه  9 1

2 2
Z i   أي  E طول نصف قـــطرھا و         دائرة مركــــزھالنقطة

 

 : )نقــــاط 06 (حل التمرین الرابع  

;0معرفة على gلدینا  الدالة    
: بــ
   

  lnx xxg   

   gة ـــــــدراسة  تغیرات الدال - )ا -1

 :حساب النھایات lim lim ln
x x

g x x x
 

                
0 0

lim lim ln
x x

g x x x
  

        

gاتجاه تغیر الدالــــة  :   

;0منxمـــن أجل كل     
:   1 1

1 1'
x x

xg
 
        

و     0' xg   0ومنھ متناقصة تماما على;   
  

   gة ـــتغیرات الدالدول ــــج 

  

  

  

F1
2



اثبات ان  المعادلة  –) بــ    0xg  تقبل حلا وحیدا حیث:      

;0ا على تمام ناقصة مستمرة ومتgن جدول التغیرات لدینا ـــــــم   
على المجال  ناقصة ومنھ فھي مستمرة ومت

0, 5; 0, 6 
  

       

      :وبما ان    0.5g                0.6g   

مما سبق وبما ان     00.5 0.6g g   فان المعادلة  مبرھنة القیم المتوسطةو حسب  0xg   تقبلا حلا وحیدا

أي   0.6و      0,5 محصور بین:   0g           

اشارة استنتاج  -)جـ  xg حسب قیمx 0مــــن المجال;     

  

  

  

;0معرفــــة على f لدینا    
 :بـــ

ـ 
 

 1 1 lnx x

x
xf

  
  

;0نـــــــمxاثبات أنھ مـــن أجل كل   - )ا -2    
:
 

  
 
2

' x
x

xg
f 


.  

لدینا یمكن كتابة  xf على الشكل:   
 11

ln
x

x
x x

x
f


    

;0نـــــــمxومنھ مـــن أجل كل    
 :انـــــــف  

2 2

1 1 1 1
ln 1' x x

x xx x
f 

  
           

أي   

 
2

1 1
1 ln 1' x x x

xx
f 

  
           

 :ومنھ   
2

1
1 ln 1' x x x

x
f       

 :أي   
2

1
ln' x x x

x
f     

  

;0نــــــمxواخیرا مـــن أجل كل    
:ناــــــــف 

 
 

 
2

' x
x

xg
f 



  
   fه تغیر الدالة استنتاج اتجـــا -)بــ

لدینا   0' xf   معناه:   0xg   
أي  

x    واشارة ' xf0ال ــــعلى المج;   
ارة ــــــھي عكس اش xg  

اشارة  ' xf :  
  
  
  
  

  :حساب النھایات 

 
 11

lim lim ln
x x

x

x
f x x

x 



 
    
  

و       
 

0 0

11
lim lim ln
x x

x

x
f x x

x  

 
    
  

  

   f جــدول تغیرات  الدالة

  
  
  
  
   f 



  
 :لدینا    lnh x x

  
 ....................

 
hالدالة الوغرتمیة ھــــي 

 :حساب - )ا -3 lim ( )
x

h xxf


   
     1 1

lim ( ) lim ln 0
x x

h x x
x x

xf
 

 
           

 
  

المنحنیان     :  النتیجـة بیانیاتفسیر  Cf   و
 Ch 

  وار ــــــــمتقاربان بج

وضعیة  دراسة  Cfبالنسبة الى المنحنى Ch ........ارة الفرقــــــندرس اش   ( )h xxf    0على المجال;     

 :وجدنا سابقا ان  1
( ) 1 lnh x x

x
xf      

  

  :نلخص الدراسة في الجدول التالي  

  

  

  

  

  

    0h xf x   1 :معنـــاهx e  ومنھ Cfیقطع  Ch 1في النقطة ذات الفاصلةe 

    0h xf x   10 :معنــــاه;x e
 

  
 

  فوق     ومنھ        
          

  

    0h xf x   1 :معنـــاه;x e
 

  
 

 تحتومنھ             
             

  

 ;حساب الصور    -)بــ    11f 
 

;
  

     1 ln 2
0.15

2
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4كریات تحمل الارقام 4  بھ 2Bالكیس ; 3 ; 2 ; 1



"   الحصو ل على كرتین تحملان نفس الرقم

2;2    او 
  

 "  مجموع رقمیھما عدد فردي
1; 2 
  

;2 او   4 
  

3;2او    
  

;3او   4 
  

 

 Bp   أي:  
3

5
Bp 

 القیمة المطلقة لفرق رقمي  الكرتین المسحوبتین

:  0p X    و 
7

15
1p X  

0  iX x 

2

15

 iX xp 
 

E X

 

 ; 1; 3 
 
     

  او ; 1; 3 
 
     


1 3Z i 

 "1 الكریة المسحوبة تحمل الرقم
  

 1سحب كرة تحمل الرقم 

p n   ومنھ 1
3

8
p n  

 فماھو احتمال ان تكون1اذا كانت الكریة المسحوبة تحمل الرقم 

np  ومنھ:  11

1

3n Bp  

فیھمحتوى الكیسین  في كیس واحد 
4 ; 3 ; 2 ; 2 ; 1 ; 1

 توفیقات        في ان واحــد  طریقة السحب  سحب كرتین 
A   " :الحصو ل على كرتین تحملان نفس الرقم
2
6C   

:عدد الحالات الملائمة    نفس الرقم معناه الكرتان مرقمتین  1;1 
  

او   

2 2
2 2C C   أي:    

2

15
Ap       

مجموع رقمیھما عدد فرديالحصول علـى كرتین : "  
;1معناه عدد فردي ي الكرتین مجموع رقمی 2 

  

1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 1 2 1 1 1C C C C C C C C        9 :ومنھ

15
B 

القیمة المطلقة لفرق رقمي  الكرتین المسحوبتینالمتغیر العشوائي الذي یرفق بكل سحب لكرتین 
X    0123

 X:قانون احتمال المتغیر العشوائي 

1;1الحالات الملائمة لھذه الحادثة  
   

2;2 
    منھ

2

15
0 

3 2 1 0

2

15

4

15

7

15

2

15

 E X    
7 8 6 21 7

15 15 15 15 5
E X     

 )نقـــــاط   04

   وحیث: 
2

+ 2 2 3i i   

 + 2 2 3i i 
معناه

2 2

2 2

2

2

4

2 3

 



 

 

 







;أي    1; 3
 
     


2: للمعادلة المجموعة  32 2Z i   
2 2 2Z   1 :معناه 3Z i   1او 3Z i 

      31 i
B
Z   2

C
Z 

الكریة المسحوبة تحمل الرقم "الحادثة 1nلتكن 

  باستعمال شجــــرة الاحتمالات 
1سحب كرة تحمل الرقم  احتمال -)1

لدینا  1
1 1 1 1

2 2 2 4
p n    

اذا كانت الكریة المسحوبة تحمل الرقم2)-
 1B قد سحبت من الكیس   

:لدینا 
 
 
1 1

11
1

n

p B n
B

p n
p 



محتوى الكیسین  في كیس واحد  بعد جعل 
4كریات مرقمة 6  ; 3 ; 2 ; 2 ; 1 ; 1

طریقة السحب  سحب كرتین 
A:  ادثة الححساب احتمال 

2 :عددالحالات الممكنة  
6 15

عدد الحالات الملائمة    نفس الرقم معناه الكرتان مرقمتین

2  : ومنھ  2
2 2 1 1 2C C   

: "   B ادثةالححساب احتمال 
مجموع رقمی  :عدد الحالات الملائمة  

1 :ومنھ 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 1 2 1 1 1 9C C C C C C C C       

3(- X  المتغیر العشوائي الذي یرفق بكل سحب لكرتین
Xالعشوائي قیم المتغیر )ا-4

قانون احتمال المتغیر العشوائي)  بــ
لدینا 

حساب  0p X  : الحالات الملائمة لھذه الحادثة

Eحساب الامل الریاضیاتي - X :

504.(:التمرین الثالث  حل 

العــددین الحقیقیینایجاد -)ا-1

 :لدینا
2

+ 2 2 3i i   

المجموعةالحلول في ج  ااستنت-)بــ 

32فان )ا-1حسب السوال  2i 

3لدینا 31 i
A
Z   

1



B C

A

Z Z

Z Z




3 :أي 

i
B C

CA

e
Z Z

Z Z







 

 ABCالمثلث فان 

ABC 

مـــع   

22أي  2 ieZ   

 2 و طول نصف قطرھا

B wZ Z

 Cالى النقطــة Bول النقطة ـــو یح

3' A A

i
Z Z e Z Z



  

 یمكن التحقق من ذلك..............

4


 

4' 2O O

i
Z Z e Z Z


   

  3 1 3 1D iZ    

1 3 3DZ i    

' 2Z Z e Z Z   

Z 

2
i

B C CeZ Z Z Z


  

B C

CA

Z Z

Z Z
  




cos :أي    sin

3 3
B C

C

i
Z Z

Z Z
 

 




ABC 

arg B C

CA

Z Z

Z Z

 
      




 :أي   

3
;CACB




 
فان   

رة ـــــر الدائــــ C المحیطة بالمثلثABC 

Z Z Z
ABCھي مركز ثقل المثلث Oومنھ النقطة  

O رة ـــــز الدائــــھي مرك C المحیطة بھ

2R OA ZA  

:حیث Zة ـــذات اللاحق 12 ieZ     مـــع

2wZذات اللاحقــة wرة مركزھا النقطة  ا 

معناه 
2 2 ieZ    2ومنھ 2 ieZ    2أي

E رة مركزھا النقطة ــــدائھيw و طول نصف قطرھا

تنتمیان الى المجموعـة Bو E
ومنھ  EA    وكذلك EB    2 :لانB wZ Z 

 EبالــدورانR ةـــالـذي مركــزه النقطA و یح

وزاویتھ Aالعبارة المركبة للدوران الذي مركـــزه 
3



ھي 
:
  3

A A

i
Z Z e Z Z



  

   :لدینا 3
w A A O

i
e Z Z Z Z


 ..............

وزاویتھ 2و نسبتھOالتشابھ المباشر الذي مركــزه النقطة 
4




S :   لدینا  'M MS    معناه : 4
O O

i
Z Z e Z Z



  

D صورة النقطةA بالتشابھ المباشرS ھي:3 1 3 1   

ومنھ   1 31D iZ i   1:أي 3 3iZ i   

DZ    

  : على الشكل الاسي  4' 2O O

i
Z Z e Z Z


  

1 3 2 2A i i eZ         ومنھ: 
2

32
i

A eZ




:  تبیان  -)ا- 2 2
i

B C CA
eZ Z Z Z


 

 :لدینا
1 3 1 3

2 2 2

i
i


  

ABC:المثلث  طبیعة استنتاج  

CAبماان  CB   و
3

B C

C

Z Z

Z Z


 
       

 متقایس الاضلاع 
ــــمركز ونصف قط تعیین  -)بــ 

0 :لدینا
3

Z Z ZA B C 


Oو بماانھ متقایس الاضلاع فان 

2رھا ـــــو التي طول نصف قط  

لتكن  Eمجموعة النقطM ذات اللاحق

اثبات ان -)ا-3 Eمركزھا النقطةــــھي دائ رة

لدینا  12 ieZ  
معناه 



2wZومنھ  Z ومنھE
Bو Aان النقطتین  التحقق -)بـ  

لدینا
:
 
2A wZ Z   ومنھE

اثبات ان -)جـ C  ھي صورةE

العبارة المركبة للدوران الذي مركـــزه 

نثبت  فقط ان  w OR    :    

التشابھ المباشر الذي مركــزه النقطةSلیكن 

Sالمركبة للتشابھ الكتابة -)ا-4

   :ومنھ  1' iZ Z  

Dلاحقـــة النقطة  اثبات ان -)بـ  

 :لدینا 1D AiZ Z   1ومنھ 3

 :ومنھ   3 1 3 1i   

AZكتابة -)5 DZ و   على الشكل الاسي  

 :لدینا
2

31 3
1 3 2 2

2 2

i
i i e

 
        
  



2 2D eZ
 

 ومنھ: 
5

122 2
i

D eZ


 

  3 1 3 1D iZ    
ومنھ  

sin

lim
x

 
'

1 1

1
'

x x

x xx

x
x e eg  

 
  
  

 :أي   0' xg 

  1x e
 

 

 
    

 1 1
lim lim 0
x x

x
 

f

' xf

ومنھ 
2

4 32 2
i i

D e eZ
 


   أي: 

2

4 3
2 2

i

e

  
      

استنتاج القیمتین المضبوطتین لكل من 
5

12
cos


و

5

12
sin



5 5
2 2 cos sin

12 12D iZ
  

  
 
 

3 :لكن   1 3 1i   

 5
2 2 sin 3 1

12


  

5 3 1 6 2
cos
12 4


      و   

5 3 1 6 2
sin
12 42 2

  
 

) نقـــــاط

;1الدالــــــة العـــــددیة المعرفـــــة على     
: بــ

ـ 
  1

x

xx eg 

ثـــم شكل جــدول تغیراتھا 

11lim :ومنھ

x

x

x
e e


   أي:  lim g x e




 
1

lim
x

g x




1xمـــن اجل كل عــــدد حقیقي   لدینا: 
 

1 1
2

1

1

x x

x x

x

e e  



x    لدینا: 
 

2

1
0

1x 

   1و 0

x

xe    أي

1;    

 مـــن اجل كل عــــدد انھ  نستنتج 

 0 xg 

1;    
 :بـــ  11

x

xx exf   

  1lim lim

x

x

x x
x exf

 

 
 
     
 
 
 

11
x

xx e 
 

    
 

lim lim 0

1xدد حقیقي     لدینا:  
 

1
2

1
1

1

'
x

xe

x

xf  



ومنھ یمكن حساب الدالة المشتقة الثانیة كما یلي 

: :لدینا  1D AiZ Z    ومنھ

استنتاج القیمتین المضبوطتین لكل من 

لدینا
:

5

122 2
i

D eZ


   أي
5 5

12 12

  
 
 
 

 5
2 2 cos 3 1

12


    و2 2 sin 3 1 

ومنھ 
5 3 1 6 2

cos
12 42 2

  
 

نقـــــاط 05 (:التمرین الرابع حل 

g الدالــــــة العـــــددیة المعرفـــــة على

ثـــم شكل جــدول تغیراتھاgتغیرات الدالة دراسة  - )ا -1

1 :النھایات
1

lim
x

x

x



ومنھ 

1
 1
lim
x

x
x

= 0g :ومنھ   - x 

مـــن اجل كل عــــدد حقیقي  انھ اتجاه التغیر 

1مــن اجل كل عــــدد حقیقي 

;1متزایدة تماما على gأي      

ة ـــــدول تغیرات الدالــــــج
g

نستنتج من جدول تغیرات  –) بــ  

1xحقیقي    فــــان: x e

;1معرفــــة على fالدالة لدینا     

1النھایتین حساب -1

x

xx e 

 
 
     
 
 
 

1دد حقیقيـــن اجل كل عـــم- )ا -2

ومنھ یمكن حساب الدالة المشتقة الثانیة كما یلي



 
 

 
4 2 2

2 1

1 1 1

''
x

e e

x x x

xf

 
  
     
   
 

أي  

'' xfومنھ:  
 

1
4

2 1

1

''
x

xx
e

x

xf 




  1' x
x

f  

 


1'
x

xf  

'f

  1lim '
x

xf




2 1 0x     أي: 
1

2
x  

0.71حیث     

;0.72ناقصة تماما على المجال  0.71 
    و لدینا

1

2
11 4 0.47' ef

 
     

  

x   :  
   

1 1
4 2 2

2 1 1 1

1 1 1

x x

x xe e

x x x

 

 
 
     
   
 

 '' xf    أي:
 

 
1

4

2 1 1

1

''
x

x
x

e

x

xf 

 
   
  
 
 

1xانھ من اجل كل عدد حقیقي    فــان: 
2

1
2

1
1

.
1

x

xx
e

xx

 
 
     

1xدد حقیقي ـــــن اجل كل ع  انــــف: 


1
2

1

1

x

xe

x

 



 ' xf    أي:  
2

1
2

1
1

1
'

x

xx
e

xx
xf 

 
  
  

 
2

2

1
1

1

x
e

x x  

  
        

1 1
lim lim
x x

x
 

f 1و     ' 

جـــدول تغیراتھــــا   تشكیل وf'اتجـــاه تغیر الدالة 

f''ارة دالتھا المشتقة و ھي ــــندرس اش

1xدد حقیقي   :   0'' xf    2 :معنــــاه 1 0x  

2

1
 1 

x 

- '' xf

2

1
 1 

x 

- '' xf

 ' xf

f

1  x 

 ' xf

:  'f x  و الاخــــــر0تقبل حلین احدھما  0.71حیث

 :ةــــــــحل للمعادل  0'f x 

;0.72ناقصة تماما على المجالمستمرة و متf' :لدینا  التغیرات السابق  0.71 
  





'f
 
     

1 4 0.47  

1xمن اجل كل عدد حقیقي  

   
1

3 4

2 1

1 1

''
x

xe

x x

x 

 
    
  
 

انھ من اجل كل عدد حقیقي اثبات  -)بــ  

ن اجل كل عـــموجدنا سابقا انھ 

  :أي 
 

2
1

22
1

1

x

xx
e

x x

x  



 : النھایات حساب  
2

1

1

x

xe 
  

        

'اتجـــاه تغیر الدالة استنتاج   -)جـ  
ندرس اش f'لدراسة اتجاه تغیر :لدینا

1دد حقیقيـــن اجل كل عـــم:لدینا 

 :دول الاشارة ــــــــج


2

1

 +

دول تغیرات ــــج
 


2

1

+ +

1

:اشـــارة الدالة المشتقة  ' xf

             

f'0المعادلــــة  اثبات ان -)ا- 3 x 

 :لدینا 0 0'f   حل للمعادل 0ومنھ

التغیرات السابق  دولـــن جــــم

'f

1

2
'f
 
     



وحسب مبرھنة القیم المتوسطة فان المعادلة   0'f x 
تقبل حلا 

1e



    ومنھ   
2

1 1f       

  f    

  0.200.19 f   

 مقارب مائل للمنحنى  بـــــجوار 

  11 1

x

xy x e x exf       

 lim lim
x x

xf
 

       
المستقیم أي   

ذي

 
1

11 xy e exf



 
 
   
 
 
 

أي    0yxf  
ومنھ  

 Cfفوق 
 

 0.71 0'f  

  0.72 0.71 0' 'f f  وحسب مبرھنة القیم المتوسطة فان المعادلة

      و   0'f  

و شكل جدول تغیراتھا fالدالــــة 

1  x 

 ' xf

 xf

 f    

أي 
: 

 
1

2

1
1 0

1

e







 



 :أي 
21 1  

 f       أي:   2f      ومنھ: 1  

0.71 10.28 :ومنھ  0.72 0.29   0.20 :وعلیھ

1 :ذي المعادلة  0y x e    مقارب مائل للمنحنى  بـــــجوار

y x e معناه:
    
1y x e    و منھ:

 1 1y x e x e      

f 1 :ھوعلی 0lim lim

x

x

x x
y e ex 

 

 
            
 
 

 مقارب مائل للمنحنى  بـــــجوار 

الوضعیة النسبیة للمنحنى  Cf  و المستقیم 

f   1على المجال;    

1xدد حقیقي   :    1

x

xy e exf   
أي 

1

1

 
 
 
 
 
 

من اشارة المقدار 
1

11 xe

 

1

1x



أي   

1

1 1xe

    ومنھ

1

11 0xe

 

و  

 f 



 0.72 0'f     و0.71 0 

0.72 :مماسبق و بما ان 0.71 0' 'f f   

وحیدا 
  یجقق

 
0.71   

fالدالــــة  تجاه تغیراج ااستنت-)بــ  



 

 : اثبات ان -)-4   1   

 :وجدنا سابقا ان  0'f  
أي 

21 :أي  2 1       

:حصرا للعدد   f 

0.71لدینا   0.72 

ت ان المستقیم ااثب- )ا- 5   
ذي المعادلة

لدینا 
:

  
1 0y x e   

ومنھ
:
   1

x

xy e exf   

1y :المعادلة  x e    مقارب مائل للمنحنى  بـــــجوار

fالوضعیة النسبیة للمنحنى  -)بــ  

ندرس اشارة الفرق -  yxf 

1دد حقیقي ـــن اجل كل عـــملدینا 

ومنھ اشارة الفرق  yxf   من اشارة المقدار

1لدینا  0x     ومنھ
1

0
1x


المنحنى  انشاء ) جـ Cf   و





ھو صورة  المنحنى 
 

 Cf بالانسحاب الذي شعاعھ

2 3-1

2

-1

0 1

1

y

2-1

2

3

-1

-2

0 1

1

y

A

C h

 Ch

C

mارة ـــــدد و اشـــــلع

 f x m
متروك للمحاولة  

 h x ee

   1h x f x  

 h x f x

 

 
 

1

1 1
1 1 1

x

x
x e x



 

 
 
 
        
 
 
  

 

x x

e e   1   :ومنھ  

h x f x

C من المنحنى Cf

: h x f x     المنحنى ومنھ C h ھو صورة  المنحنى

ھو نظیر 
 C h بالنسبة الى محور الفواصل

3 4 x 2-1

2

3

-1

-2

0 1

1

y

 Cf

3 4 x

C h

Cf

( 

mحسب قیم الوسیط  المناقشة -)

f : ة ـــــحلول المعادل    x m

 : لدینا 
1

1 xxh x ee


  

1 :التي تحقق  تعیین -)ا-7   

لدینا 
:  1h x f x   

معناه
:

1
1 1

1 1 1 xx e x ee
 

 
 
 
        
 
 
  

ومنھ 
: 

1 1

1

x x

x xe e

 

  

 :أي  1 1h x f x  

كیفیة انشاء انطلاقا  -)بــ Ch

لدینا    1 1h x f x   

 1; 1v 


ومنھ   Ch ھو نظیر

3 4 5 6 x
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BC 
  

AHC :ومنھ   AHBS S S 

S HC AH ومنھ: 
1 1

2
2 2

S BC AH    

BC Z Z i      2 :أي 3BC  

2 2 2AH AC HC    3 :أيAH  

و زاویتــــھ  3و نسبتھ Cالتشــــابھ المباشر الــــذي مركــــــزه النقطـــة

 S الكتابة المركبــــة للتشـــابھ

23'
i

C CZ Z e Z Z


    ومنھ: 3 3 3' 3 3Z i Z i    

3 3 3 3 3' 3iZ Z i i   3 :ومنھ 3' 4iZ Z i 

 Sبالتشـــابھ Aصــــــورة A'لاحقـــــة النقطة 

'A AZ Z i    ومنھ: ' 3 36 4A iZ i   32 :أيi

B و 'A في استقامــــیة  

في استقامــــیة اذاكان 
'

B A

AA

Z Z

Z Z







'

B A

A

Z Z

Z Z




ومنھ   

'

3

3

3

6 2
B A

AA

Z Z i
Z Z i


  
  

أي

A ; Bومنھ لنقط   في استقامــــیة A' و  

)نقـــــاط 

 :لدینا
 
 
3 3

3 3

6

6
A B

C

i

i

Z Z

Z Z








 

 :ومنھ
6 6 3

12
A B

CA

iZ Z

Z Z







ا  :الشكل الاسي لدین
1 3

2 2
i 

ومنھ ;

3
i

A B

CA

Z Z
e

Z Z









ABCاستنتاج  طبیعة المثلث -)بــ 

AB  :مماسبق لدینا   AC

ABCحساب مساحة المثلث 

BCلتكن النقطة منتصف الضلع  
  

2أي   AHBS S 

ومنھ 
1

2
2

S HC AH  

 :أي  
1

2
S BC AH  

2 :لدینا  3C BBC Z Z i   

2ومن جھة اخرى  2 2 9AH AC HC  

3 :ومنھ   3 .S u a

التشــــابھ المباشر الــــذي مركــــــزه النقطـــة Sلیكن

Sالكتابة المركبــــة للتشـــابھ)  ا-4

لدینا   'M MS  معناه: C CZ Z e Z Z

ومنھ 
: 3 3 3 3 3' 3Z Z i i   

'لاحقـــــة النقطة AZ'تعیین -)بـــ

' :لدینا 3 34A AiZ Z i 

'A ;  Bاثبات ان النقـــط-)جــ 

في استقامــــیة اذاكان  A' و A ; Bتكون النقط 

 :لدینا
'

3 6

3

3

2 6
B A

A

Z Z i
Z Z i




 
 

ومنھ 
'

1
2

B A

AA

Z Z

Z Z





ومنھ لنقط 

نقـــــاط 06 (:حل التمرین الرابع 



lim
x

f


  
0

lim
x

f x




و محور الفواصل مقارب لــ 
 Cf

 
 
 
 

. 

1
2 ln 2

2
f
 
      

أي حسب مبرھنة القیم المتوسطة المعادلة  
1

2
xf  تقبل حلا وحیدا

و محور الفواصل مقارب لــ 
 gC

'( ) 2 ' x h xg x f

 ;0  بـ: 
lnx

f x
x

  

عند أطراف المجـــــال ;0   :                  0f x




محور التراتیب مقارب عمودي لــ  Cf و محور الفواصل مقارب لــ
 fدراسة  اتــــجاه تغیرات الدالــة 

تقبل الاشتقاق على المجال  ;0 
 :و لدینا   

2

1 ln
'

x
f x

x




1 ln 0x   أيln 1x  ومنھ: x e 

 xf  تقبل حــلا وحیدا 1مـــن المجــــال
; 1
2

 
 
 
 

1لدینا مستمرة ومتزایدة تماما على المجال 
; 1
2

 
 
 
 

 :و لدینا   1 0f    2 ln 2

f و
1

2
f
 
     

أي حسب مبرھنة القیم المتوسطة المعادلة 

:حیث  
1

2
( ) xh x f 

 
1

2
xf    أي 

1

2
xf    أيx 

 ;0  بـ :
2

ln ln
( )

x x

x x
g x

 
      



 
2

ln ln
lim lim
x x

x x
g

x x
x

 

 
                       
  

 
0 0

ln ln
1lim lim

x x

x x
g

x x
x

  

    
                      

محور التراتیب مقارب عمودي لــ  gC    و محور الفواصل مقارب لــ
مــن  xاثبات  انھ مـــن اجل كل عـــــدد حقیقي  ;0   فـــــان :  .'( ) 2 ' x h xg x f

معرفــة على المــجالf:لدینا  

عند أطراف المجـــــالfحساب  نھایـــات  -)1

محور التراتیب مقارب عمودي لــ:  الاستنتاج 

دراسة  اتــــجاه تغیرات الدالــة  -)2

تقبل الاشتقاق على المجال  fلدینا

:لاشارة ا ' 0f x    1:معناه ln 0 

الاشارة 

 :. جـــدول تغیرات 

اثبات أن المعادلـــة  -)3
1

2
x 

لدینا مستمرة ومتزایدة تماما على المجال

بما ان 
1

2
  محصور بین 1f

 
     

1مـن 
; 1
2

 
 
 
 

. 

)استنتاج  إشــارة  -)4 )h x  حیث

)لدینا  ) 0h x   معناه
1

2
0 

  الاشارة

;0معرفــــة على المجالgلدینا  

:     حساب  النھایات -)1
ln ln

0
x x

x x

 
                       
  

 1
 
     
  

محور التراتیب مقارب عمودي لــ :الاستنتاج 

اثبات  انھ مـــن اجل كل عـــــدد حقیقي  -)2



لدینا تقبل الاشتقاق على المجال 
 ;0 

و بتطبیق قواعد الاشتقاق نجد ان 

   
2

( ) x xg x f f    
 ھ ــــومن     '( ) 2 ' 'x x xg x f f f    أي    1'( ) ' 2x xg x f f   



:لدینا  
1

2
( ) xh x f 

أي  
:

 
  12 ( ) 2 xh x f  د انــــــو بالتعویض  نج:    .'( ) 2 ' x h xg x f

الاشارة 
:

  
'( ) 0g x  اه ـنـــمع:

     .2 ' 0x h xf  ھ ــــومن:
    0h x    او ' 0xf   أي:x      او    x e 

  : g دراسة اتـــجـــاه تغیرات الدالـــة -)3

 : . جــدول تغیـــرات 

:اثبات   -)4 
1

4
g     

المعادلـــة  -)3لدینا جسب السؤال  
1
2

f x  تقبل حــلا وحیدا  ومنھ 
1
2

f  

 :ولدینا 
2

( )( ) f x f xg x       أي:  
2

( )( ) f fg         ومنھ:
2
1 1

2 2
( )g 

 
  
 
 
  ومنھ

 
1 1 1

4 2 2
g     

اثبات  أن  -)5 Cfو gC  یقبلان نفس المــــماس T  1عند النقطــــة ذات الفاصلــــــة

معادلة المماس - T للمنحنى Cf  
 1عند النقطــــة ذات الفاصلــــــة 

ھي 
:
       : ' 1 1 1y f x fT   

  :لكن   ' 1 ' 1f g     و   1 1f g    ومنھ T  ھو نفس المماس للمنحنى gC  عند
1النقطــــة ذات الفاصلــــــة 

معادلة المماس  T     : 1y xT   

دراسة الوضـــع النسبي للمنحنى  -)6 Cf  بالنسبة إلى gC.

لدینا من اجل كل عددحقیقي من المجال  ;0 
:لدینا  

2
ln ln

( )
x x

x x
g x

 
     

   أي 
2

ln
( )

x
f x

x
g x

 
     

 

1x :لدینا  من اجل  انـــــف:  ( ) f xg x    ومنھ  Cf، gC  متقاطعان في النقطة ذات الفاصلة
1x  

ن المجال ـــعددحقیقي ممن اجل  ;0 
   : 

2
ln

0
x

x

 
     

   أي  0( ) f xg x    أي gC یقع فوق  Cf



 انشاء كل من  -)7 Cf، gC والممـــــــاس T.

حتى تقبل المعادلة  mقیم الوسیـــــط الحقیقي –) 8   
2

ln ln 0x x x xm  حــــــلان موجبــــان

لدینا
:
    

2
ln ln 0x x x xm  

ومنھ 

 
2 2ln ln 0x x x x m     أي: 

2 2ln lnx x x x m  

ومنھ من اجل   كل عدد حقیقي من   ;0 

 
2

2

2 2

ln lnx x x x m

x x


 أي

2
ln lnx x

m
x x

 
       

 

أي  x mg  

تسمح القراءة البیانیة للمنحنى بــــ 

 x mg 
لھا حلان موجبان اذاكان 

:
2

1
0;

e
m

e

  
 
 

2 3 4

-1

0 1

1

x

y

A



���0 ���ا�������  1U 
1   و   2U  

1n n nV U U  

� ا������ و ����� ا��ول 

n nS V V V    

2 2 2 2
0 1 2 1' + .....n nS U U U U    

 0   ;  1   1 ���ات 5و    ;  

���� ������(

  )نقـــــاط  

���� �وم   nUا������� � ا����د��� ��ا�������

n   :��� ا�� �� ���د ����� 2 11n n nU U U    

 ا��������n ������� ا�� �� ���د ��� nV   ��:n n nV U U

� ا������ و ����� ا��ول�������� ������ ���� ����

n و  

0  :�� �� ��� ا�� �� ���د ��� 1 2 1+V .....n nS V V V    

1  :� ���� ان��n nS U 

nS  ���2'�ع �ا���� 2 2 2
0 1 2 1' + .....n nS U U U U    

 ���:  
'4 225nS n 

)نقـــــاط 

��ت ����ء  �������  ��  ،�� �� ����:1    ; 1      1

  ;  1  ;   0 0        1  ;   )��� ��������

 .�ات  ���� ا�������� ����3 ���ا��� �� آن وا��� 

 :  �ا�����ا������ات ا��� إ����ل �� ��� 

 "� ��ا����ل ��� ���ة ����ء وا���ة ��

 "����ع ار���م ا������ات ا����ث ا������������وم 

 04.5(:التمرین الاول 

����� ��� ����� وم��د�

���n ا�� �� ���د �����و   

��� ا�� �� ���د ��� �ف����-

 ��� ان -)ا-1 nV ���� ���� ������ �������

nV��������nا��� -)بــ

� ��� ا�� �� ���د �������

و nS �������nا���-)2

���� �: 3 

ا����  nا��� �������  )ا-3

����n ���4 � �ا����-)بــ 225

 نقـــــاط 05 (:الثاني التمرین

��ت ����ء  �������  ����5ي ��� ���  ��

������1 �� ��داء  ; 1         

����3 ���ا��� �� آن وا��� 

ا��� إ����ل �� ��� -)1

A : "  �� ا����ل ��� ���ة ����ء وا���ة

B   :"  ع ار���م ا������ات ا����ث ا������������وم����



 " �د 

� ��� ا���ن ��ات ���ن ا����� ا����ل ان ��

� ��ات ا����ث ا��������م ا���

E X

2 3 1 

 �د ا�������� و ���ة ا����

2 2 3 0....... *Z Z  

�2Z ��   ا����� ا��� ا�����  *

�1د ا������ ��� ���ن 

2

n
Z

Z

 
     

 ������ 

Z �� ا�����دا ����� ��ر���M.

:  21 4Z Z  

و���� Cf ا������ �� ����ي �������

 
1

1

e
x x

e
f

 
       

 
 

4 2

2
2

4 1

1

'
x x

x

e xe
x

e

f
 





 "�ن�� ��� ا���ا��������� ��

�د �و ا��� � ا������ ا��������ا�����ات ا����ث ا��������� 

P B     و 
7

120
P C B  

� ا����ل ان �������0وي ��ات ����م ا����

م ا�����ع ار������� ��� ����� ��� ���ي ���

����و ا��� ا�� �X ا����ا�����ن ا����ل ا����� ����E �� ا�� X

  )نقـــــاط   04.5

 ���:    2 3 11 3i    

��.��� ا���� ا���� ��2 ا���    ��ا����� ��

� �ا����� ا����� ا������� ��� �
5

12
cos


    و      

5
Sin
12



 :� ا��������د���اد ا������ ا��� 2 3 0....... *4Z Z 

: 21Z   د�������� �� ���� *�� ا����� ا��� ا����� �

�1د ا�����

2

Z

Z

 
     

�د ا������ ��� ���ن ��� ��� ��� ا����  

� ���� و ������ ������ ; ;O U V
 

 .� ���Z

2Z:  ���� ا�����ي  ����  ��������M ا����� Z

)نقـــــاط 

 ��� �  ��� �����:  
2

2

1

1

x

x

e
x x

e
f

 
       

و����

ا�������� و ا�������  ����ب ا�� ا������ ; ;
 

O i j

: ���ن  ���� ا���� ��� ا�� �� ���د ����� ���
2

2

1

1

x

x

e

e





 
      

f f ������ ������ ا��� �����ا �����

: ���ن ���� ا���� ��� ا�� �� ����د ����� ���
2

4 1

1

x x 

C  :"ا��������� ���ات ا����ث �ا���

D  :" ا�����ات ا����ث ا���������

  � ان ��� -)2 
31
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P B 

��ع ار���ن ���ذا �ا-)3

����X ي ����ا������� ا����ا�� ا��

��ن ا����ل ا�������� ا��-)4

 04.5(:الثالث  التمرین

�د ا����� ��ا��� ������

2 :��� ان -)1 3 i 

ا����� ا����� ا������� ��� �-)2

�اد ا������ ا������ ا���������� �� �����

2:�د ا����� ����� ان ا��-)3

�د ا�������� ���ة ������-)4

�ا�����ي ا�����ب إ�� ���� ���

��� ��� ا���ء -)5 Eا����� ��������

  نقـــــاط 05 (:الرابع التمرین

�������g ا������ا��ا� ��� ��� �

����ب ا�� ا������ ا�������� و ا�������

���� ا���� ��� ا�� �� ���د ����� ��� -)ا-1

 :ا���  -)بــ    x xf f 

���-)ا-2 ���� ا���� ��� ا�� �� ����د �����



;0ل    
4 :��ن  1 0xe  

 ) النھایات مطلوبحساب ( ��� ��� ����ول ����ا���� 

����� ������ Cf  ار�����

 : ا�������xل ا������ 
2

2

1

1

x

x

e
m

e






h x

  h x f x 

� ا���ء  Ch
� ا�������� ��� ا����  

ل�� ��� ا�� �� ���د ����� ��� ا��� 
  

ا����ه ����� ا��ا���  ��� ��� ����ول ����ا����fا�����

yذا ا����د����  x � رب���������� ��

ادرس ا�������� ا������ ������� Cf  ا�� ا�������� ������� 

  �mل ا�������� ذات ا�������د و ا��رة ���ل ا����د��

 ��� �����  ���:   
2 2

2 2
1

x

x
x

e e
h x

e e

        

�� �� و ������ ������������� ا������ �� ��� ; ;
 

O i j

1h  :ن�� � ��د ����� ��� ا�� �� � x f x 

C ا�������� ��ا����� � Cf ��� ا���ء �
h

� ��� ا�� �� ���د ����� ��� ا����ا��  ��� �ا��� � -)بـــ  

ا�����  ا����ه ����� ا��ا��� -)3 

��� ان ا�������� -)ا-4  ذا ا����د����

ادرس ا�������� ا������ �������-)بـــ

�m  ����� ��� ��� ا����-)5

����� ����ا����h �ا��ا������ -

و ����  Ch
������� ا������ �� ���

� ا�� �� ��� ������ ا�-)ا-6

�Ch ا���ء��ح �����ا�-)بــ



n  :مــن اجل كل عـــدد طبیعي 2 11n n nU U U     

n n nV U U 

 1 1 11n n n nV U U U       

1 1n n nV U U    

qھا ـــــاساسدسیة ــــمتتالیة ھن  

V 

S V V V 

S  ھــــومن: 
1

1

n

nS




 
 

 


 

0 1 0V U U     1و 2 1V U U  وھذا الى

0 1 2 1 1 0 2 1 1... ....n n nV V V V U U U U U U         

n nS U 

2 2 2 2
0 1 2 1' + .....n nS U U U U    

  ) نقـــــاط 

دد حقیقي غیر معــــدوم 

: 0 1U 
1و     2U   مــن اجل كل عـــدد طبیعيو

المتتالیة n نعـــــــرف مــن اجل كل عـــدد طبیـــــعي nV   1 :بــــn n nV U U 

 متتالیة ھندسیة یطلب تعییــــن اساســـھا و حــــدھا الاول

ومنھ
:

 1 2 1n n nV U U    1 :ومنھ 1 1n n n nV U U U  

1 1 1 1n n n n nV U U U U        1 :أي 1n n nV U U   

n n nV U U    1 :أيn nVV    ومنھ nV متتالیة ھن

0 1 0V U U  0 :ھـــــومن 2 1 1V   

 و  

n  0 :لدینا
n

n V qV   نھ ـــوم: nnV 

0  :مــن اجل كل عـــدد طبیـــعي  1 2 1+V .....n nS V V V    



0 1 2 1n nS V V V   
 :نھ ـــوم 

0 1

1

n

n

V q
S

q

 
 

 


n :  1n n nV U U 
ومنھ  

:
 0 1 0V U U 

V U U 

:  0 1 2 1 1 0 2 1 1... ....n n nV V V V U U U U U U          

0n   :أي   nS U U   1   :ھـــــومنn nS U 

'nS ةـــــبدلالn   2حیث 2 2 2
0 1 2 1' + .....n nS U U U U    

 04.5(:التمرین الاولحل 
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  :وبما ان 0.40f                0.41f 

مما سبق وبما ان    0.40 0.41 0f f   و حسب مبرھنة القیم المتوسطة فان المعادلة  0xf  تقبلا حلا وحیدا

   المنحنى أي Cfع محــــور الفواصل في نقطــــة وحیدة فاصلتھاــــیقط0,40  تحقق 0,41 

معادلـــــة للمماس  -) أ 3   للمنحنى Cf0عـــند النقطـــة ذات الفاصلة:

.لدینا 
       : ' 0 0 0y f x f      و بما ان   ' 0 0 1f g    و 0 1f   فان:   : 1y x  



أن المنحنى اثبات -)ــب Cf یقبل نقــــطـــة انعطـــــافw یطلب تعییــــن احــــداثیاتــــھا

فان  فــــــان  مــــن xأجل كل مــــنلدینا    'f x g x
ومنھ      '' 'f x g x

ومنھ   2 1 2'' 4 xf x e x   

لدینا  '' 0f x    2:معناه 1 2 04 xe x    
1أي    2 0x    1:ومنھ

2
x  

الدالة المشتقة الثانیة تنعدم عند القیمة مغیرة اشارتھا و منھ المنحنى
 Cf یقبل نقطة انعطاف

wحیث

1 1
;
2 2
fw

             
11:حیث    1

2
2 2

f e
 
       

المنحنــى انشاء  -4 Cf  d   و المماس .:

mوســـیط حقیــــقي  وmh الدالة المعرفــــة على  كمـــا یلي:     21 xh x x e mxm   

    : نـــــم xأنـّــھ مـــــن أجل كلّ عـــــدد حقیقي  البرھان  -)5     ' xh x f x mm  

لدینا 
. فــــــان  مــــن xأجل كل مــــن   2 22' 1x xh x e x e mm   

:ومنھ    2 1 2 2' x xh x e mm     أي:     22 1' xxh x e mm  

 :لكن    22 1 xf x x x e  
ومنھ 

:
     22 1 xf x x x e    ومنھ:   ' xh x f x mm   

أي      ' xh x f x mm  

:.mhعــــدد القیـــم الحــــدیةّ للـــدالة ل  mحسب قیــم الوسیــــط  المناقشة البیانیة  -)6

mh تقبل قیما حدیا اذا انعدمت دالتھا المشتقة عند قیمة اومجموعة قیم و غیرت اشارتھا

ومنھ  ' 0h xm   معناه    0xf x m    أي:   xf x m   للـــدالةومنھ یوؤل ایجاد عدد القیم الحیة

mh.  

:الى المناقشة البیایة لعدد حلول المعادلة   xf x m 

2-1-2

2

3

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y



لا توجد قیم حدیة 

توجد قیمة حدیة واحدة

توجد قیمتان حدیتان  

توجد قیمة حدیة واحدة

لا توجد قیم حدیة     1m   اذا كـــــان 

توجد قیمة حدیة واحدة   1m  اذا كـــــان 

 1 0m   اذا كـــــان 

توجد قیمة حدیة واحدة  0m  اذا كـــــان 



n:  1و مـن اجل كل عـــدد طبیعي 1 1n nU U    

 nUدةـــمتزای.
 

 . 0vدھا الاول 

 0 1 2ln 1 1 1 .... 1n nP U U U U       

3BZ i   3وCZ i  

B  وC 

 Rبالــدوران 
C ورة ــــص Cدوران ــــبالR 

3Z:    بحیث  Z i  

0:   كما یليالمعرّفة على 
3

2
U  و مـن اجل كل عـــدد طبیعي

:  nعي ـــدد طبیــــكل عن أجل 
 
1 2nU 

1 1 1 1n n n nU UU U      ّثـــــمّ استنتج أنnU

Uة ــــاربة نحو نھایــــمتقl ھاـــیطلب تعیین. 

:  كما یليالمعرّفـــة على  4 ln 1nn Uv  

0vدھا الاول ـــو حqا ـــــة ھندسیة  یطلب تعیین اساسھ

vمــــثnU م احسب ــثlim n
n

U


 . 

n : عيــــنضـــع مـــن اجل كل عـــدد طبی   0 1 2ln 1 1 1 .... 1n nP U U U U      

limم احسب  n
n

P


في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعــــامد والمتجــــانس ; ;O U V
 

2AZصور الأعــــداد المركبة      i  ; 3Z i 

Z  على الشكل الأسـي

مركــز ونصف قطـــر الدائــــرة  C  التي تشمل النقـــطA ; B

Z Z

Z Z
على الشكل الجبري ثــم على الشكل الأسي  

ABC  ثــــم احسب مساحتھ

و زاویتـــھ  Aالـدوران الذي مركـــزه
3



3ذات اللاحقــة   i  صــورة النقطـــةO  بالــدوران
و  'C  تشتركان في النقطتینA  وB  حیث'C

بحیث  Zة ــــن المستوي ذات اللاحقـــــم Mمجموعـــة النقـــط 

B  تنتمیان إلى)E( 

لتكن المتتالیة nU المعرّفة على

ن أجل ــــع أنھّ مـــبرھن بالتراج-)1

1:  أثبت أنّ )ا-2 1 1n n n nU U    

nUاستنتج أنّ المتتالیة  -)بـــ
ر المتتالیة ـــعتبن nv  المعرّفـــة على

ن أنّ ـــبرھ-)ا-3 nvة ھندسیة  یطلب تعیین اساسھـــمتتالی

nvعن  nر بدلالــةـــعب -)بـــ

نضـــع مـــن اجل كل عـــدد طبی-

م احسب ـــــث nةــــبدلال nPاكتب- )4

في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعــــامد والمتجــــانس

   C و A ; Bنعتبر النقــــط 

AZاكتب ) أ- 1   ;  BZ  وCZ

مركــز ونصف قطـــر الدائــــرة  استنتـــج- )ب

Bدد ــــــاكتب الع) -2 A

C A

Z Z

Z Z





ABCاستنتج طبیعة المثلث -)بــ

Aالـدوران الذي مركـــزه Rلیكن

ذات اللاحقــة   Oبین أن النقطــة -)ا-3
تحقق أن الدائرتین-)بــ  C  و'C

مجموعـــة النقـــط ) E(عین )  ا-4

Bو  Aبین أن النقطتین  )ــب 



و أربـــع كـــرات خضـــراء تحمــل الأعـــــداد 

 .

 :كمــایلي  

. ــــدد الأكــبر 

ثــــم أحسب أملــــھ الریاضیــاتي E X 

 f x x. لیكن Cf تمثیلھــا البیاني في

 
32 1 2 ln( )

'
x x

f x
  



  32 1 2 ln ( )x xh x    



  1
2

x e xe e e xg     

ي مستوي منسوب الى المعلــم المتعامــــد و المتجانس  ; ;
 

O i j

  1
( )

2
x xg x f e f e

 
    

  

   2 22 0x x x xe e x e e m     

)نقـــــاط 

2; ; 2كـــرات حمـــراء تحمــــل الاعــــداد   ;2  ; 2 و أربـــع كـــرات خضـــراء تحمــل الأعـــــداد  3 ; 
. 1وكـــرة زرقــــاء تحمل العـــــدد 

. وائیة كـــرتین في آن واحـــــد  نسحب مــــن الكیس بطریقــــة عش
: أحسب احتمال الاحــــداث التالیة  

.رتین مــــن نفس اللون ـــالحصــــول على ك
. رتین مــــن لونین مختلفین ــــ

. الحصــــول على كـــرتین تحملان عــــددین جــــداءھما سالبا 

 Xمــــن اجل كل سحــــبة مـــن السحبات السابقة المتغیــــر العشوائي
. اذا سحبــنا كـــرتین تحـمـــلان نفس العــــدد نرفق لھا العــــدد نفسھ 

ــــدد الأكــبر اذا سحبـــنا كــرتین تحـمـــــلان عــــددین مختلفین نرفــــق لھا العـ
.   Xم المتغیـــر العشوائي

ثــــم أحسب أملــــھ الریاضیــاتي  Xللمتغــــیر العشوائي 

)نقـــــاط 

;المعرفـــــة على المجال 0   
:ـــبـ  

2

ln( )
2

x

x
f x x


 

مستوي منسوب الى المعلــم المتعامــــد و المتجانس  ; ;
 

O i j

 
0

lim
x

f x
          ;   

lim
x

f x


;ن ــــدد حقیقي  م 0   
:ان ــــف  

3

2 1 2 ln( )x x

x

  

;ن ــــمxدد حقیقي   0   
2: كما یلي  hالدالـــة  1 2 ln ( )x x  

 .اـــثـــم شكل جـــدول تغیراتھ hأدرس اتجـــاه تغیرات الدالـــة 
 .ثـــم شكل جـــدول تغیراتھا  fةــــ

2yذا المعادلة  x ارب مائل للمنحنى ــــمق Cf

ع النسبي للمنحنى  Cf بالنسبة الى المستقیم 

: ــــب المعرفــة على  4 32 2 2x x xxx e xe e e x    

ي مستوي منسوب الى المعلــم المتعامــــد و المتجانس ــ

x  :انـــف نــــم xدد حقیقي ــــــن اجل كل ع xg x f e f e
 

    
  

ة ــــ

 gة ــــــدول تغیرات الدال

2عدد و اشارة حلول المعادلة mوسیط حقیقي ناقش حسب قیم الوسیط  0    

نقـــــاط  05 (:  ثالث التمرین ال

كـــرات حمـــراء تحمــــل الاعــــداد 5كیس بــــھ 
3 ; 3 ; ;3 2  وكـــرة زرقــــاء تحمل العـــــدد

نسحب مــــن الكیس بطریقــــة عش
أحسب احتمال الاحــــداث التالیة  -)1

 A : ـــالحصــــول على ك
B :  ــــالحصــول على ك

: C   الحصــــول على كـــرتین تحملان عــــددین جــــداءھما سالبا

مــــن اجل كل سحــــبة مـــن السحبات السابقة المتغیــــر العشوائينعــــرف 
اذا سحبــنا كـــرتین تحـمـــلان نفس العــــدد نرفق لھا العــــدد نفسھ - 
اذا سحبـــنا كــرتین تحـمـــــلان عــــددین مختلفین نرفــــق لھا العـ-

م المتغیـــر العشوائيــــقی حـــدد -)2

للمتغــــیر العشوائي اعــــط  قانـــون الإحتمال-)3

   نقـــــاط 05 (:التمرین الرابع

المعرفـــــة على المجالfلتكن الدالـــة 

مستوي منسوب الى المعلــم المتعامــــد و المتجانس 

 
fتین أحسب النھای -)1 x

دد حقیقي  مــــبین انھ من اجل كل ع -)2

دد حقیقي ـــــن اجل كل عــم عرف ن

أدرس اتجـــاه تغیرات الدالـــة  -)ا-3
fــــاه تغیر الدالــــاستنتج اتج -)بــ 

بین ان المستقیم-)ا-4   ذا المعادلة

ع النسبي للمنحنىــــــادرس الوض-)بــ

المعرفــة على gة ـــالدال رــــنعتب -

 لیكن Cg ــتمثیلھــا البیاني ف

ن اجل كل عــــھ مـــتحقق ان -)ا-4

ــــفردی gةــــبین ان الدال -)بــ 

دول تغیرات الدالــــشكل ج -)جـ

أنشئ-)5 Cg.

6(- m وسیط حقیقي ناقش حسب قیم الوسیط



n  :1و مـن اجل كل عـــدد طبیعي 1 1n nU U    

 و الخاصیة محقققة

1 2 
ونبرھن ان 

11 2nU   محققة

0 :ومنھ 1 1nU   ومنھ

ومنھ الخاصیة محققة من اجل 1n  

1 1 1n n n nU U U U      

1n n n nU U U U      

1 1 1 1n n n n nU U U U U        

1 1 0U  1 :ومنھ 0n nU U    ومنھ

متقــــاربة و لتكن  فھي متتالیة
l

نھایتھا

1lأي      ...... مرفوض

0vدھا الاول 

 11 4 ln 1nn Uv   

0:   كما یليالمعرّفة على 
3

2
U  و مـن اجل كل عـــدد طبیعي

:  nعي ـــن أجل كل عــــدد طبیــــ
 
1 2nU 

0nمن اجــــــل   0
3

2
U 

و     

3
1 2
2

  و الخاصیة محقققة

n  :1كل عــــدد طبیـــعي نفرض انھ من اجل    2nU 
 

1 2nU 
 :ومنھ  

1 1 1 2 1nU     ومنھ

1 1 1 2nU    11 :أي 2nU   ومنھ الخاصیة محققة من اجل

n  :1عي ـــن أجل كل عــــدد طبی 2nU 
 

1 1 1 1n n n nU UU U     

:  nعي ـــ
 

1 1 1n nU U   
ومنھ 

:1 1n n n nU U U U    

1n n n nU U U U       أي:  1 1n n n nU U U U    

1n n n nU U U U      1 :أي 1 1n n n n nU U U U U      

1n n n nU U U U      

1 :و لدینا   1nU    1 :أي 1 0nU  

Uة ــــاربة نحو نھایــــمتقl ھاـــیطلب تعیین. 

متتالیة متزایدة و محـــدودة مــــن الاعلى بـــ
2

فھي متتالیة متقــــاربة و لتكن  

: 1lim n
n

U l


  1 :ومنھ 1l l  

 :ومنھ  
2
1 1l l   ومنھ:   1 2 0l l    

lim :نھ 2n
n

U




:  كما یليالمعرّفـــة على  4 ln 1nn Uv  

دھا الاول ـــو حqا ـــــة ھندسیة  یطلب تعیین اساسھ

n  :  عيــــ 4 ln 1nn Uv  
ومنھ 

:
 14 ln 1n 

 التمرین الاولحل 

لتكن المتتالیة nU المعرّفة على

ــــأنھّ م عـــبالتراج البرھان -)1

0من اجــــــل :مرحلة التحققلدینا 

نفرض انھ من اجل :مرحلة البرھنة    

  كذلك
1لدینا من فرضیة التراجع  2nU 

0 1 1nU   1 :ومنھ 1 1 2 

ن أجل كل عــــدد طبیــــمومما سبق نستنتج انھ 

1:  ثبات انھ ّأ)ا-2 1 1n n n nU U    

لدینا 
ـــن أجل كل عــــدد طبیــــم

1 :ومنھ 1n n n nU U U U    

ومنھ 1 1n n n nU U U U    

1ومنھ  1 1n n n nU U U U       

 ان  استنتاج nUدةـــمتزای.
 

وجدنا سابقا ان 
1 0nU  

 nUدةـــمتزای.

nUالمتتالیة  استنتاج ان -)بـــ
بما ان  nU متتالیة متزایدة و محـــدودة مــــن الاعلى بـــ

lim :لدینا n
n

U l


  ومنھ:U l

1 :لدینا  1l l     1ومنھ 1

2lاو                   نھـــــومlim 2

ر المتتالیة ـــعتبن nv  المعرّفـــة على

أنّ  البرھان -)ا-3 nvة ھندسیة  یطلب تعیین اساسھـــمتتالی

ــــمـــن اجل كل عـــدد طبی :لدینا 



1 :لكن 1 1n nU U    وبالتعویض نجد ان:  1 4 ln 1nn Uv     أي:  
1

21 4 ln 1nn Uv    

 :ومنھ 1
4
ln 1
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حـــــل مختصر  حل التمرین الثاني

AZكتابة ) أ-1   ;  BZ  وCZ على الشكل الأسـي

22لدینا 
i

A eZ





5

62
i

B eZ


  62
i

C eZ
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